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Szereg funkgji

Interesuje nas obiekt postaci

Z fn(x)
n=0

gdzie (f,) jest ciagiem funkgji, a nie liczb. Dla kazdego x oddzielnie
jest to szereg liczbowy, ktéry moze by¢ zbiezny lub rozbiezny.

v
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Szereg geometryczny

Szereg geometryczny

Przyktadowo: dla szeregu
0 ¢]

2
n=0
mamy:

@ zbieznos¢ dla |x| < 1

@ rozbieznosé do o dla x > 1,

© rozbieznos¢ dla pozostatych x
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Konkluzja

Konkluzja
Oczywiscie, nie chcemy bada¢ dla kazdego x oddzielnie takiego
szeregu. Okazuje sie, ze jezel

f(x) = an(x — xp)"

dla kazdego n, to jest to mozliwe. Czyli mamy

0

3, a0

Sa to tzw. szeregi potegowe.
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Prosty przypadek

Prosty przypadek
Najprostszy przypadek mamy gdy

a0
S o
n=0

ale okazuje sie, ze

tez jest OK i badanie zbieznosci jest bardzo podobne.
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Definicja
Szeregiem potegowym nazywamy wyrazenie postaci

0

3, a0

gdzie a, € R dla n > 0 oraz xp € R. Dla tych x, dla ktérych mamy
liczbowy szereg zbiezny, mozemy zdefiniowa¢ funkcje

0
X — Z an(x — xp)"
n=0

i badac jej dziedzine.
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Zbieznos¢ szeregu

Zbieznos¢
Okazuje sie, ze dziedzina takiej funkcji to zawsze przedziat na osi
rzeczywistej. Diabet tkwi w szczegétach: moze to by¢

O {xo}, czyli przedziat redukuje sie do punktu,

Q@ (xo— R, x0+ R),

Q@ [x0o—R,x+R),
Q@ (xo— R,x0+ R],
Q@ [x0— R,x + R],
0 (—0,0) =R

gdzie R to pewna liczba dodatnia. Mozemy przyjaé, ze R moze by¢
zerem, wtedy mamy przypadek 1.

v
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Szereg geometryczny

o0
Z = lim S,
n:O n—ao0
Gdzie o
1—x"
Sp=1+x+x>+...+x" =
1—x

Jak wiemy, taki ciagg jest
Q zbiezny dla |x| < 1,
@ rozbiezny do oo dla x > 1,
© rozbiezny dla pozostatych x

Whiosek: szereg jest zbiezny dla x € (—1,1).
Czyli: OZ = (—1,1) to tzw. obszar zbieznosci.
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Gtéwne twierdzenie

Twierdzenie (Cauchy-Hadamard)
Niech bedzie dany szereg potegowy Y.~ an(x — x0)". Sa trzy
mozliwosci:
@ istnieje 0 < R < oo takie, ze szereg jest na pewno zbiezny dla
|x — x0] < R
@ szereg jest zbiezny tylko w x = xq
© szereg jest zbiezny dla wszystkich x € R. Liczba R nazywa sie
promieniem zbieznosci.
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Wzér Cauchy’ego-Hadamarda

— H n
A= nl|_)moo v/ |an|

istnieje, to promien zbieznosci jest réwny

Jezeli granica

QO R= % gdy A jest skonczone,
Q@ R =, gdy A =0, wtedy OZ = R,
© R=0, gdy A = o0, wtedy OZ = {x0}.
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Przyktad 1

Szereg Y7 o(n+ 1)x"

o
A= lim V/n+1=1

n—o0

z twierdzenia o 3 ciagach, poniewaz
In</n+1<2n=+2yn
a skrajne ciagi daza do 1, wiec R = 1.
Q@ Gdyx=1,to Y, s(n+1) =00

© Gdy x = —1,to Y7 ;(—1)"(n+ 1) nie ma granicy.
Q Zatem OZ = (—1,1).
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Przyktad 2

Szereg >, (x=2)"

n
o
lim {//n = lim (n)n =1° =1
n—oo n—ao0
wiec R =1,
Q@ Gdy x =3, to >, % jest rozbiezny, bo WK zbieznosci nie

jest spetniony
Q@ Gdy x =1, to ZZO=1(_1)"Q% tez rozbiezny z tego samego
powodu

0 0Z=(1,3).
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Wzér d'Alemberta
Zachodzi wzér

R— lim 2
=0 [ap1]

o ile granica istnieje. Dwa szczegélne przypadki:
@ R = oo, wtedy OZ = R,
Q@ R =0, wtedy OZ = {xo}.
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Przyktad 3

Przyktad
Szereg
i (—x)"
n=0 n!
Obliczamy
!
R tim 222 i D 1) — o
n—oo |an+1’ n—oo n! n—o0
wiec OZ = (—o0, ).
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Przyktad 4

n

Szereg ZZO:Q(—l)" X

nlnn
° 1
. (n+1)In(n+1) . In(n) +In(1 + )
lim = lim - =1
n—co nlnn n—ao In(n)
wiec R = 1.
@ Gdy x = —1, to D", —— szereg jest rozbiezny do o0 z
kryterium catkowego, bo ;O % = o0 (podstawienie t = 1/x)

© Gdy x = 1, to szereg jest zbiezny z kryterium Leibniza.
Q Wiec OZ = (—1,1].
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Wzér Cauchy'ego-Hadamarda w wersji hardcore

Niech
A = limsup {/|ap|

n—ao0
Wtedy
QO R= % jezeli granica jest skonczona.
Q@ R =00, jezeli A =0, wtedy OZ = R,
© R =0 jezeli A = o0, wtedy OZ = {x0}.
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Granica gérna

Granica gorna

Co to jest

A = limsup b,?
n—0o0

Nie jest to zwykta granica funkcji. Prosty przykfad:

b, = (=1)"
Wtedy
@ nie istnieje lim,_,o, b, poniewaz (b,) ma dwa state podciagi:
bgk =1 oraz bgk_l = *1,

@ najwicksze wartosci ciagu b, daza do 1,

© o to wiasnie chodzi w granicy gérne;j.
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Przyktad

Obliczamy formalnie limsup,,_,,(—1)"

Mamy

lim (b2k) =1 oraz (b2k71> =—1

lim
k—00 k—00
Wtedy definiujemy

limsup(bp) =supS =1

n—o0

gdzie S jest zbiorem tzw. punktéw skupienia ciagu (b,), tzn.
zbiorem granic podciagéw ciagu (by).
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Supremum

Co to jest supremum zbioru S7

sup S to prawie max S. Jezeli maksimum istnieje, to

max S = sup S. Jezeli nie istnieje, to sup S jest najmniejsza liczba
sposrod tych, ktére sa wieksze lub réwne od wszystkich elementéw
zbioru S. Na przyktad:

sup[0,1) = 1
sup[0,1] = 1

1
sup{l—;:neN} =1

Wida¢, dlaczego supremum to prawie maksimum.
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Przyktad

Nasz przyktad raz jeszcze

Mamy
limsup(—1)" =1,

n—ao0

poniewaz S = {1,—1} asupS =maxS = 1.
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Przyktad szeregu na wersje hardcore

o0 X2n+1
Szereg Zn:O 2n+1

Niewinnie wygladajacy szereg, a jednak:

32{2”11 gdy k=2n+1
T o
poza tym

Tak wiec

A= limsup{/|ax| =1

k—00

l . .
Shrl = 1 oraz lim,_,5 0 = 0, wiec mamy

S=1{0,1} isupS =1. Stad R = 1. Wida¢, ze OZ = (—1,1).

poniewaz lim,_,q 2"}
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Szereg Taylora

Ciekawostka

Ciekawe jest, ze wiele funkcji, ktére sa regularne w otoczeniu
jakiegos punktu xg, mozna rozwina¢ w szereg potegowy wokét tego

punktu:
e}
2 X - Xo

gdzie liczby a,, zaleza od f oraz xp. Czesto rozwiniecia te zachodza
nawet na catej dziedzinie funkgji.
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Szereg Taylora

Szereg geometryczny

Rozwiniecie dla funkgji

zachodzi dla x € (—1,1).
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Wzér Taylora

Wz6r Taylora

Jezeli funkcja f oraz jej pochodne £, ", ..., f(" istnieja i s3 ciagte
na przedziale (xo — r,xo + r) < D¢, gdzie r > 0, to istnieje taki
punkt ¢ € (x,x0) (Jezeli x < xp) lub ¢ € (x0, x) (jezeli xp < x), ze

f'(x0) " (x0)

(x — xp) + ol (x—xo)2

f(x) ="f(x) +

gdzie

Rn(x) = (x — xp)"

jest tzw. reszty. Jezeli reszta dazy do zera gdy n — o0, to mozemy
mie¢ nadzieje, ze otrzymamy rozwiniecie funkcji f w szereg w
poblizu xq.

v
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Przyktad

Wzér Taylora dla f(x) = e~

To jeden z tatwiejszych przyktadéw, poniewaz przyjemnie liczy sie
pochodne:

fl(x) =&, f"(x) = &, FO(x) = e, ..., FN(x) = &
wiec
£(0)=1, £(0) =1, f"(0) =1, F&(0) =1,...,fM(c) = &°
Stad mamy

1 1 1 1 ec
X _ - =2 -3 n—1 S on
e —1+1!x+2!x +3!x +...+7(n_1)!x —i—n!x

Widag, ze reszta dazy do zera dla kazdego x gdy n — 0.

v
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Pochodne! J

Zazwyczaj jest trudniej, wiec trzeba umie¢ obliczaé¢ pochodne!
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Twierdzenie Taylora

Rozwiniecie w szereg Taylora

Jezeli f : Dy — R ma wszystkie pochodne ciggte na
O = (xg—r,xo+r) < Df oraz lim,_,, Rp(x) = 0dla x € O, to

20 £ (x
flx)= > ) n(l 2 (x — 30"
n=0 ’

dla x € O. Szereg ten nazywa sie szeregiem Taylora funkcji f w
otoczeniu O punktu xp.
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Przyktad 1

Szereg Taylora dla f(x) = e~

Prawie za darmo mamy szereg Taylora dla f(x) = e*:

O n

oy
n!

n=0
poniewaz dla kazdego x € O = (—r, r) mamy
e ,
Rn(x) = X 0

na O, wiec mamy rozwiniecie Taylora na O. Poniewaz r dowolne,
to rozwiniecie zachodzi dla x € R i promien zbieznosci R = oo.
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Przyktad 2

Szereg Taylora dla f(x) = sin x
Mamy

f'(x) = cosx, f"(x) = —sinx, 3 (x) = —cosx, f#(x) = sinx, ...
wiec

£(0) =0, f(0) =1, f"(0) =0, F3(0) = -1, F®0) =0,...

Rozwiniecie:
0 k
. (=1 oks1
sinx = Z — X , XxXeR
= (2k +1)!
dla x € R, bo reszta |R,| = | L f(Wx"| < L|x"| -0
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Inne przyktady

Znane szeregi Taylora
[ee}
-1
COSX = Z ((Zn) eR
n=0
o0 ( 1 n
n(1l+ e(-1,1
x) ,;o n+ 1 x € ( !

Romuald Lenczewski Szeregi potegowe i szeregi Taylora



Jednoznacznosé

Jednoznacznoéé

Jezeli
0
- 3 bl "

dla x € (xo — r,x0 + r) Dy, wtedy b, = (" (xq)/nl.
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Przyktad

Ciekawe zastosowanie

Dla funkgji
f(x)=1/(1+x%

mozemy obliczy¢ £(12)(0). Mamy dla xy = 0 rozwiniecie:

1 _ Z(_X3>n _ 2(_1)nx3n

3
1+x n=0 n=0
dla =1 < x < 1, wiec
f(12)(0)
—1)% =
(=1)" = brz 12!

Zatem f(12)(0) = 121,

Romuald Lenczewski Szeregi potegowe i szeregi Taylora



Przyktad

Szereg Taylora dla f(x) = In(1 + x?)
Wykorzystujemy rozwiniecie dla In(1 + y) wokét yp = 0:

m(1+y) =, (_1)n)y”+1

i podstawiamy y = x:

1 + X i 2n+2

co daje rozwiniecie Taylora dla f z jednoznacznosci.
tatwo sprawdzi¢, ze R = 1.
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Rézniczkowanie i catkowanie

Twierdzenie

Szeregi potegowe mozna rézniczkowac i catkowaé wyraz po wyrazie
wewnatrz obszaréw zbieznosci (niekoniecznie na koncach).
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Rézniczkowanie

Twierdzenie

.- o0 . - .. L, .
Jezeli szereg > ", an(x — X0)" ma dodatni promien zbieznosci, to
mozna go rézniczkowaé wyraz po wyrazie

0

dx Z (x — xp)" Znanx—xo) -1

n=0

dlaxe (xo— R,x0 + R).
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Twierdzenie

Jezeli szereg > o an(x — x0)" ma dodatni promien zbieznosci, to
mozna go catkowac wyraz po wyrazie

LOEant—xo =§

dlaxe (xo—R,xo + R).

X _ Xo)n+1
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Przyktad

Przyktad
Mozna sprytnie wyznaczy¢ szereg Taylora dla f(x) = arctgx,
xo = 0. Mamy

f/(t) 1 _ i(_l)nt2n

T 142
1+t =

dla x € (—1,1). Catkujemy wyraz po wyrazie:

arctgx = fx _ar JX i (—1)"t?"dt
T 12T ) £

0
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Przyktady

Przyktad
Obliczy¢
i 2n+1
n=0 an
Bierzemy
o X
f _ 2n+1 _
(0 = o2t =
n=0
Wtedy
o0
2 (2n+1
wiec, poniewaz f'(x) = % mamy f’(%) = %0,
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Koniec

Dziekuje za uwage! J
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